O futbalovej lopte

Su obdobia, ked sa pozomost mnohych I'udi sdstreduje na 22 mladych muZov
nahanajucich loptu po ihrisku v snahe dopravit' ju do branky sipera. V tomto prispevku sa
zamerajme na tu mald gul'u s priemerom 685 — 690 milimetrov a hmotnost'ou 425 — 435 gramov,
ktora ned4 spavat’ mnohym z nds. Specidlne sa budeme zaoberat’ kombinatorickymi vlastnostami
futbalovej lopty a jej symetriami.

Ked sa pozome pozriete na futbalovi loptu mdzZete lahko zistit', Ze je zo$itd z 32 kuskov
koze, ktoré maju tvar 5-uholnikov a 6-uholnikov (ktoré budeme nazyvat' steny), pricom v kazdom
spolo¢nom bode viac ako dvoch stien (vrchole) sa spajaji prave tri steny. Prirodzenym spdsobom
vznikd otdzka z kolkych pdtuholnikov a kolkych Sestuholnikov sa sklad4 lopta? Podobne sa
méZeme pytat’, &i sa daji vytvorit' aj (kombinatoricky, tj. majuce rovnaké polty atypy stien a
vrcholov) iné lopty, pricom pod futbalovou loptou rozumieme len taku, ktora sa sklada len z
pituholnikov a Sestuholnikov a vo vietkych vrcholoch sa "stretavaju“ len tri steny. PretoZe plati
Steinitzova veta (vid'. [1], str. 33.), ktorad vyjadruje stuvis medzi kombinatorickymi a geometrickymi
vlastnost'ami mnohostenov, stadi sa zaoberat' len rovinnymi vrcholovo 3-stvislymi grafmi, ktoré
sti kombinatoricky izomorfné suvaZzovanou loptou. (Rovinny graf je vrcholove 3-sivisly, ak
vynechanim dvoch I'ubovol'nych vrcholov a s nimi incidujicich hran ostane suvislym grafom.) Na
loptu sa budeme divat’ ako na konvexny mnohosten.

Ak postupne oznatime symbolmi s,h,v podet stien, hran a vrcholov konvexného

mnohostena, tak pre tieto symboly plati znama Eulerova formula
s—h+v=2.
Ak navy¥e s; a s, oznaluju polty patuholnikov a Jestuholnikov, tak platia vzt'ahy
S=5;+85 a 2h=5s;+6s5, =3
Po vynasobeni Eulerovej formuly $iestimi a dosadeni z tychto vzt'ahov dostaneme

(6s—2h)+2(3v-2h)=12,
[6(ss +5,) — (555 +65,)]+2(3v-3v) =12,
1255 + 085 =12.

Posledny vztah je nutnou podmienkou pre existenciu 3-valentného mnohostena, ktory sa
sklad4 len z pétuholnikov, Sestuholnikov a vietky vrcholy su stupiia 3. Z neho bezprostredne
vyplyva, Ze ak existuje futbalova lopta, tak sa musi skladat’ z prdve 12 patuholnikov a pocet
$estuholnikov nie je flou obmedzeny. PretoZe podmienka je nutna, ale nie postadujuca, pre podty
stien mdZeme sa pytat’ na to, kol'ko méZe mat’ lopta Sestuholnikov. Z prac publikovanych v druhej
polovici minulého storocia vyplyva, Ze pocet Sestuholnikov modze byt’ 'ubovolny, okrem jedného
(vid. [1], str. 61.) Na nasledujicom obrazku je nakresleny graf pravidelného 12-stena (dodekaédra),
z ktorého je vytvorena futbalova lopta.



nesuhlasne zhodné utvary viak neméZeme stotoZnit’ v 3-rozmernom priestore. (Viac informaécii
o symetriach niektorych mnohostenov je v [2].)

Uloha: Ak 5-uholniky lopty postupne ozna¢ime &islami 1, 2, ...... , 11, 12, tak kolko
navzajom rdznych (neizomorfnych) oznaéeni futbalovej lopty existuje?
Riesenie. Ak by lopta bola pevne prichytend k podloZke, tak pocet o¢islovani by bol rovny poétu
permutdcii 12-prvkovej mnoZiny, t.j. 12!. PretoZe existuje 60 sithlasnych zhodnosti, ktoré zobrazuju
12-sten (a teda aj loptu) na seba, medzi 12! oéislovanymi loptami sui skupiny 60-tich 16pt, ktoré
maji po vhodnom otodeni rovnaké ofislovanie. Podet navzdjom neizomorfnych ogislovani

!
futbalovej lopty je }630 =7983360.

Podobni ulohu méZeme formulovat’ aj pre hraciu kocku obodkovanu jednou aZ Siestimi
bodkami. PretoZe kocka je sumernd podla deviatich rovin (tri st uréené stredmi stien a Sest’
dvojicami protilahlych hran), ktoré rozdeluji povrch kocky na 48 elementérnych trojuholnikov,
existuje 48 zhodnosti, ktoré reprodukuji kocku. PretoZe len polovica je sihlasnych, pocet

I
navzdjom rdznych obodkovani je %:30. (Poznamka. Hracie kocky, ktoré pouZivame

v spolo¢enskych hrach sa bodkované tak, aby stdet bodiek na protilahlych hranach bol sedem
existuji len dve navzdjom neizomorfne obodkované kocky.)

Pozorny &itatel' si méZe polozit' podobné otdzky aj o loptach, ktoré by boli zloZené len
z trojuholnikov a estuholnikov, pripadne zo stien inych typov.
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